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CH. 3 : 전속밀도, 가우스의법칙및발산

• 목적 : 전속 및 전속밀도의 개념을 도입한다.

1) 전속밀도

2) 가우스 법칙

3) Gauss 법칙의 응용 예; 대칭전하 분포

4) Gauss 법칙의 응용 예; 미소체적소

5) 벡터계의 발산

6) 맥스웰의 제 1 방정식(정전계)

7) 벡터연산자와 발산정리
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• 전속(Electric flux) – 실험

1. 내부 도체구에 이미 알려진 양(+)전하를 인가

2. 대전된 구의 주위로 유전물질을 채운 후 외부 도체구를 조인다.

3. 외부 도체구의 외부 표면을 순간적으로 접지시킴으로써 방전시킨다.

4. 외부 도체구를 절연상태로 유지하며 떼어내 유도된 음전하량을 측정한다.

➢매질에 관계없이 내구로부터 외구로 일어나는 변위(displacement) ;

→ 전속(electric flux, 𝛹)

3.1 전속밀도 -정의

𝛹 = 𝑄 [C] (𝑄 : 내구상의 총전하량)



Div. of Energy and Electrical Engineering, Uiduk University 5

• 전속(Electric flux) – 실험

➢ 임의의 한 점에서의 전속밀도(𝐃)의 방향은 그 점을 통과하는 전속선의 방향과 같으며, 크기는 그

점의 전속과 직각방향인 표면을 통과하는 전속선의 수(Ψ)를 표면적(𝑆)으로 나눈 것과 같다.

3.1 전속밀도 -정의

𝐃 ቚ
𝑟=𝑎

=
𝑄

4𝜋𝑎2
𝐚𝑟 (내구)

𝐃 ቚ
𝑟=𝑎

=
𝑄

4𝜋𝑏2
𝐚𝑟 (외구)

𝐃 =
𝑄

4𝜋𝑟2
𝐚𝑟 [C/m

2] 𝐄 =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2 𝐚𝑟 [V/m]

𝐃 = 𝜀0𝐄 (자유공간에 한함)
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3.1 전속밀도 -예제

• (예제 3.1) 𝑧축을 따라 균일한 선전하밀도 8 nC/m → 𝜌 = 3m에서의 𝐄, 𝐃?

𝐄 =
𝜌𝐿

2𝜋𝜀0𝜌
𝐚𝜌 =

8 × 10−9

2𝜋 ∙ (8.854 × 10−12) ∙ 3
𝐚𝜌 = 47.9𝐚𝜌 [V/m]

𝐃 = 𝜀0𝐄 =
𝜌𝐿
2𝜋𝜌

𝐚𝜌 =
8 × 10−9

2𝜋 ∙ 3
𝐚𝜌 = 0.424𝐚𝜌 [nC/m2]
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3.1 전속밀도

• (ex 1) 𝑄 = 25 [μC] at 𝑂(0,0,0) → 𝛹?

➢⒜ 0 < 𝜃 < 𝜋, 0 < 𝜙 <
𝜋

2
, 𝑟 = 20 [cm]

𝛹 =
𝑄

4
= 6.25 [μC]

➢⒝ 𝜌 = 8𝑚, 𝑧 = ±0.5 [m]의 폐표면
𝛹 = 𝑄 = 25 [μC]

➢⒞ 𝑧 = 4 [m]인 평면

𝛹 =
𝑄

2
= 12.5 [μC]
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3.1 전속밀도

• (응용예제 3.1) 𝑄 = 60 [μC] at 𝑂(0,0,0) → 𝛹?

➢⒜ 0 < 𝜃 <
𝜋

2
, 0 < 𝜙 <

𝜋

2
, 𝑟 = 26 [cm]의 구의 부분 ⇒ 𝛹 =

𝑄

8
= 7.5 [μC]

➢⒝ 𝜌 = 26 [cm], 𝑧 = ±26 [cm]에 의해 정의된 닫힌 표면 ⇒ 𝛹 = 60 [μC]

➢⒞ 𝑧 = 26 [cm]인 평면 ⇒ 𝛹 =
𝑄

2
= 30 [μC]
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3.1 전속밀도

• (ex 2) 𝐃 =?(직각좌표계로 표시) at 𝑃(6,8,−10)

➢⒜ 𝑄 = 30 [mC] at 𝑂(0,0,0)

𝐃 = 𝜀0𝐄 =
𝑄

4𝜋𝑟2
𝐚𝑟

=
𝑄

4𝜋 𝐫 − 𝐫′ 2
𝐫 − 𝐫′

𝐫 − 𝐫′

=
30 × 10−3

4𝜋 ∙ 62 + 82 + (−10)2
∙
6𝐚𝑥 + 8𝐚𝑦 − 10𝐚𝑧

62 + 82 + (−10)2

= 5.06𝐚𝑥 + 6.75𝐚𝑦 − 8.44𝐚𝑧 [μC/m
2]



Div. of Energy and Electrical Engineering, Uiduk University 10

3.1 전속밀도

• ⒝ 𝑧축 위의 균일한 선전하밀도 𝜌𝐿 = 40 [μC/m]

𝐃 = 𝜀0𝐄 =
𝜌𝐿
2𝜋𝜌

𝐚𝜌

=
𝜌𝐿

2𝜋 𝑥2 + 𝑦2

𝑥𝐚𝑥 + 𝑦𝐚𝑦

𝑥2 + 𝑦2

=
40 × 10−6

2𝜋 ∙ 62 + 82
∙ 6𝐚𝑥 + 8𝐚𝑦

= 0.382𝐚𝑥 + 0.509𝐚𝑦 [μC/m2]

• ⒞ 𝑥 = 9 [m]에 있는 평면전하밀도 𝜌𝑆 = 𝜋/2 [μC/m2]

𝐃 = 𝜀0𝐄 =
𝜌𝑆
2

−𝐚𝑥 = −

𝜋
2
× 10−6

2
𝐚𝑥 = −0.785𝐚𝑥 [μC/m

2]
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3.1 전속밀도

• (응용예제 3.2) 𝐃 =?(직각좌표계로 표시) at 𝑃(2,−3,6)

➢⒜ 𝑄 = 55 𝑚𝐶 at 𝑂(−2,3, −6)

𝐃 = 6.38𝐚𝑥 − 9.57𝐚𝑦 + 19.14𝐚𝑧 𝜇𝐶/𝑚2

➢⒝ 𝑥축 위에 있는 균일한 선전하 𝜌𝐿 = 20𝑚𝐶/𝑚

𝐃 = −212𝐚𝑦 + 424𝐚𝑧 𝜇𝐶/𝑚2

➢⒞ 𝑧 = −5 𝑚 평면 위에 있는 균일한 표면전하밀도 𝜌𝑆 = 120 𝜇𝐶/𝑚2

𝐃 = 60𝐚𝑧 𝜇𝐶/𝑚2
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3.2 가우스법칙

• 어떤 폐곡면을 통과하는 전속은 그 곡면 내에 있는 총전하량과 같다.
ΔΨ = Δ𝑆를 통과하는 전속 = 𝐷𝑠,𝑛𝑜𝑟𝑚 Δ𝑆 = 𝐷𝑠 cos 𝜃 Δ𝑆 = 𝐃𝑠 ⋅ Δ𝐒

𝛹 = න𝑑𝛹 = ර𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = 폐곡면 내의 총전하량 = 𝑄 = න
𝑣

𝜌𝑣 𝑑𝑣 [𝐶]

• 점전하 : 𝑄 = σ𝑄𝑛
• 선전하 : 𝑄 = 𝜌𝐿 𝑑𝐿

• 표면전하 : 𝑄 = 𝑠 𝜌𝑆 𝑑𝑆

• 체적전하분포 : 𝑄 = 𝑣𝑜𝑙 𝜌𝑣 𝑑𝑣

ර𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = න
𝑣𝑜𝑙

𝜌𝑣 𝑑𝑣 [C]
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3.2 가우스법칙

• (ex 3) 𝑄 at 𝑂(0,0,0) → 𝐃 =? at 𝑟 = 𝑎

𝐄 =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
𝐚𝑟

𝐃𝑆 = 𝜀0𝐄 =
𝑄

4𝜋𝑟2
𝐚𝑟 =

𝑄

4𝜋𝑎2
𝐚𝑟 at 𝑟 = 𝑎

𝑑𝐒 = 𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙𝐚𝑟 = 𝑎2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙𝐚𝑟

ර𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = ර
𝑄

4𝜋𝑎2
𝐚𝑟 ∙ 𝑎2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙𝐚𝑟
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3.2 가우스법칙

• (ex 3) 𝑄 at 𝑂(0,0,0) → 𝐃 =? at 𝑟 = 𝑎

ර𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = ර
𝑄

4𝜋𝑎2
𝐚𝑟 ∙ 𝑎2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙𝐚𝑟

= ර
𝑄

4𝜋
sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙 𝐚𝑟 ∙ 𝐚𝑟

=
𝑄

4𝜋
න
𝜙=0

2𝜋

න
𝜃=0

𝜋

sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙

=
𝑄

4𝜋
න
𝜙=0

2𝜋

𝑑𝜙න
𝜃=0

𝜋

sin 𝜃 𝑑𝜃 =
𝑄

4𝜋
[𝜙]0

2𝜋[− cos 𝜃]0
𝜋

=
𝑄

4𝜋
[2𝜋 − 0][−(−1) − (−1)] = 𝑄
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3.2 가우스법칙

• (ex 4) 𝐃 =
𝑟

3
𝐚𝑟 𝑛𝐶/𝑚2(자유공간)

➢ ⒜ 𝐸 =? at 𝑟 = 0.2 𝑚

𝐄 =
𝐃

𝜀0
=
𝑟 × 10−9

3𝜀0
𝐚𝑟

∴ 𝐸 =
0.2 × 10−9

3 × 8.854 × 10−12
= 7.53 𝑉/𝑚

➢ ⒝ 𝑄 =? at 𝑟 = 0.2 𝑚

𝑄 = 𝛹 = ර𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = ර
𝑟 × 10−9

3
𝐚𝑟 ∙ 𝑟

2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙𝐚𝑟

= න
𝜙=0

𝜙=2𝜋

න
𝜃=0

𝜃=𝜋 0. 23 × 10−9

3
sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙

= න
𝜃=0

𝜃=𝜋 0. 23 × 10−9 × 2𝜋

3
sin 𝜃 𝑑𝜃

=
0. 23 × 10−9 × 2𝜋

3
− cos 𝜃 0

𝜋 = 33.5 𝑝𝐶
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3.2 가우스법칙
➢⒞ 𝑟 = 0.3 𝑚인 구를 통과하는 𝛹 =?

𝛹 = ර𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 =
𝑟 × 10−9

3
∙ 4𝜋𝑟2

=
0. 33 × 10−9 × 4𝜋

3

= 113.1 𝑝𝐶
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3.2 가우스법칙

• (응용예제 3.3) 𝐃 = 0.3𝑟2𝐚𝑟𝑛𝐶/𝑚
2(자유공간)

➢⒜ 𝐄 =? at 𝑃(𝑟 = 2, 𝜃 = 25°, 𝜙 = 90°)

𝐄 = 135.5𝐚𝑟 𝑉/𝑚

➢⒝ 𝑟 = 3인 구 내부에서의 𝑄 =?

𝑄 = 305 𝑛𝐶

➢⒞ 𝑟 = 4인 구를 떠나는 총 전속선

𝛹 = 965 𝑛𝐶
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3.2 가우스법칙
• (ex 5) 𝑟 = 2.5𝑚인 구의 표면을 지나는 총전속 𝛹?

➢ ⒜ 𝑄 = 2−𝑥
2
𝑛𝐶 at 𝑥 = 0,±1,±2,… ,±𝑚

𝛹 = 폐곡면 내의 총전하량 = 2−𝑥
2
× 10−9 + 2−𝑥

2
× 10−9 + 2−𝑥

2
× 10−9

= 1 + 2 × 2−1 + 2 × 2−4 × 10−9 = 2.125 𝑛𝐶

➢ ⒝ 𝜌𝐿 =
1

𝑧2+1
𝑛𝐶/𝑚 at 𝑧축

𝛹 = 폐곡면 내의 총전하량 = 𝑄 = න
𝑣

𝜌𝑣 𝑑𝑣 = න
𝑙

𝜌𝐿 𝑑𝑙 = න
𝑧=−2.5

𝑧=2.5 1 × 10−9

𝑧2 + 1
𝑑𝑧 = ⋯ = 2.38 𝑛𝐶

➢ ⒞ 𝜌𝑆 =
1

𝑥2+𝑦2+4
𝑛𝐶/𝑚2 at 𝑧 = 0

𝛹 = 폐곡면 내의 총전하량 = 𝑄 = න
𝑣

𝜌𝑣 𝑑𝑣 = න
𝑆

𝜌𝑆 𝑑𝑆

= න
𝜙=0

𝜙=2𝜋

න
𝑟=0

𝑟=2.5 1 × 10−9

𝑥2 + 𝑦2 + 4
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜙 = 2𝜋න

𝑟=0

𝑟=2.5 𝑟 × 10−9

𝑟2 + 4
𝑑𝑟 = ⋯ = 2.96 𝑛𝐶
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3.2 가우스법칙

• (응용예제 3.4) 𝑥, 𝑦, 𝑧 = ±5에 의해 형성된 육면체의 표면을 떠나는 총전속 𝛹?

➢⒜ 𝑄1 = 0.1 𝜇𝐶 at 𝑃1(1, −2,3) & 𝑄2 =
1

7
𝜇𝐶 at 𝑃2(−1,2, −2)

𝛹 = 0.243 𝜇𝐶

➢⒝ 𝜌𝐿 = 𝜋 𝜇𝐶/𝑚 at 𝑥 = −2, 𝑦 = 3

𝛹 = 31.4 𝜇𝐶

➢⒞ 𝜌𝑆 = 0.1 𝜇𝐶/𝑚2 at 𝑦 = 3𝑥

𝛹 = 10.54 𝜇𝐶
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3.3 가우스법칙의응용예; 대칭전하분포

• 𝑄 = 𝐃𝑆ׯ ∙ 𝑑𝐒 →   𝐃𝑆 =?

• 가우스 표면의 정의 : 다음과 같은 두 가지 조건이 만족되도록 폐곡면을 선택하면 쉽

게 적분방정식의 해를 구할 수 있다.

1. 모든 점에서 𝐃𝑆가 폐곡면과 수직이거나 접선방향

→ 𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = 𝐷𝑆𝑑𝑆 또는 𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = 0

2. 𝐃S ∙ 𝑑𝐒 = 𝐷𝑆𝑑𝑆인 곳에서는 𝐷𝑆 𝑑𝑆 = 𝐷𝑆 𝑑𝑆 = 𝐷𝑆𝛥𝑆를 만족
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3.3 가우스법칙의응용예; 대칭전하분포

• (ex 6) 원점에 점전하 𝑄 → 𝑟만큼 떨어진 곳에서의 𝐷𝑆?

𝐸 =
𝑄

4𝜋𝜀0𝑟
2
→ 𝐷𝑆 = 𝜀0𝐸 =

𝑄

4𝜋𝑟2

𝑄 = ර
𝑆

𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒 = ර
𝑠𝑝ℎ

𝐷𝑆 𝑑𝑆 = 𝐷𝑆ර
𝑠𝑝ℎ

𝑑𝑆

= 𝐷𝑆න
𝜙=0

𝜙=2𝜋

න
𝜃=0

𝜃=𝜋

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑𝜙

= 4𝜋𝑟2𝐷𝑆 → 𝐷𝑆 =
𝑄

4𝜋𝑟2
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3.3 가우스법칙의응용예; 대칭전하분포

• (ex 7) 길이가 무한대인 선전하(𝜌𝐿 [C/m])에 의한 전속밀도 𝐷𝑆

길이가 𝐿 [m]인 원통 모양의 가우스 표면을 잡아주면

𝑄 = ර
𝑐𝑦𝑙

𝐃𝑆 ∙ 𝑑𝐒

= 𝐷𝑆න
𝑠𝑖𝑑𝑒𝑠

𝑑𝑆 + 0න
𝑡𝑜𝑝

𝑑𝑆 + 0න
𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚

𝑑𝑆

= 𝐷𝑆න
𝑧=0

𝐿

න
𝜙=0

2𝜋

𝜌 𝑑𝜙𝑑𝑧

= 𝐷𝑆2𝜋𝜌𝐿

∴ 𝐷𝑆 = 𝐷𝜌 =
𝑄

2𝜋𝜌𝐿
=

𝜌𝐿𝐿

2𝜋𝜌𝐿
=

𝜌𝐿
2𝜋𝜌
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3.3 가우스법칙의응용예; 대칭전하분포
• (예제 3.2) 𝑎 = 1[mm], 𝑏 = 4 [mm], 𝐿 = 50 [cm], 𝑄1 = 30 [nC]인 동축 케이블 → 𝜌𝑆1 , 𝜌𝑆2 , 𝐄, 𝐃 =?

𝜌𝑆1; 𝜌𝑆1 =
𝑄1
𝑆1

=
𝑄1

2𝜋𝑎𝐿
=

30 × 10−9

2𝜋 × 10−3 × 0.5
= 9.55 μC/m2

𝜌𝑆2; 𝑄2 = −𝑄1 = −30𝑛𝐶, 𝜌𝑆2 =
𝑄2
𝑆2

=
−𝑄1
2𝜋𝑏𝐿

=
−30 × 10−9

2𝜋 × 4 × 10−3 × 0.5
= −2.39 μC/m2

➢ 𝐃; 𝑎 ≤ 𝜌 < 𝑏일 때

𝑄1 = ර
𝑐𝑦𝑙

𝐃𝑠 ∙ 𝑑𝐒 = 0න
𝑙𝑒𝑓𝑡

𝑑𝑆 + 𝐷𝜌න
𝑠𝑖𝑑𝑒𝑠

𝑑𝑆 + 0න
𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

𝑑𝑆 = 𝐷𝜌2𝜋𝜌𝐿

𝐷𝜌 =
𝑄1

2𝜋𝜌𝐿
=
𝜌𝑆12𝜋𝑎𝐿

2𝜋𝜌𝐿
=
𝑎𝜌𝑆1
𝜌

=
10−3 × (9.55 × 10−6

𝜌
=
9.55

𝜌
nC/m2

➢ 𝐄; 𝑎 ≤ 𝜌 < 𝑏일 때

𝐸𝜌 = 𝜀0𝐷𝜌 =
9.55 × 10−9

8.854 × 10−12𝜌
=
1079

𝜌
𝑉/𝑚
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3.3 가우스법칙의응용예; 대칭전하분포

• (ex 8) 200 [μC/m2] at 𝑟 = 3 [cm], −50 [μC/m2] at 𝑟 = 5 [cm],

𝜌𝑆𝑥 [𝜇𝐶/m
2] at 𝑟 = 7㎝ →   𝐃 =?

➢⒜ at 𝑟 = 2 [cm]

𝑄𝑒𝑛𝑐 = 0 → 𝐷𝑆 = 0

➢⒝ at 𝑟 = 4 [cm]

𝑄 = 𝐷𝑆න
𝑠𝑝ℎ

𝑑𝑆 = 𝐷𝑆4𝜋𝑟
2

𝐷𝑆 = 𝐷𝑟 =
𝑄

4𝜋𝑟2
= 200 × 10−6 ×

4𝜋 × 0. 032

4𝜋 × 0. 042
= 112.5𝜇𝐶/㎡
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3.3 가우스법칙의응용예; 대칭전하분포
• (ex 8) 200𝜇𝐶/㎡ at 𝑟 = 3 [cm], −50 [μC/m2] at 𝑟 = 5 [cm],
𝜌𝑆𝑥 [𝜇𝐶/m

2] at 𝑟 = 7㎝ →   𝐃 =?

➢ ⒞ at 𝑟 = 6 [cm]

𝑄 = 𝐷𝑆න
𝑠𝑝ℎ

𝑑𝑆 = 𝐷𝑆4𝜋𝑟
2

𝐷𝑆 =
𝑄

4𝜋𝑟2
=
𝑄1 + 𝑄2
4𝜋𝑟2

=
(200 × 10−6)(4𝜋 × 0. 032) + (−50 × 10−6)(4𝜋 × 0. 052)

4𝜋 × 0. 062

=
200 × 0. 032 − 50 × 0. 052

0. 062
× 10−6 = 15.28 [μC/m2]

➢ ⒟ 𝑟 = 7.32 [cm]일 때 𝐃 = 0 →   𝜌𝑆𝑥 = ?

𝐷𝑆 =
𝑄

4𝜋𝑟2
=
𝑄1 + 𝑄2 + 𝑄3
4𝜋 × 0. 07322

= 0 ⇒ 200 × 0. 032 − 50 × 0. 052 + 𝜌𝑆𝑥 × 0. 072 = 0

𝜌𝑆𝑥 =
200 × 0. 032 − 50 × 0. 052

−0. 072
= −11.22 [μC/m2]
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3.4 가우스법칙의응용예; 미소체적소

• 가우스 표면을 미소체적소로 정의 → 가우스 표면에 대한 일반화

ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = 𝑄

• 직교좌표계에서의 미소체적소에 대하여 적용하면

ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = න
𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡

+න
𝑏𝑎𝑐𝑘

+න
𝑙𝑒𝑓𝑡

+න
𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

+න
𝑡𝑜𝑝

+න
𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚

න
𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡

≅ 𝐃𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡 ∙ 𝛥𝐒𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡 ≅ 𝐃𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡 ∙ 𝛥𝑦𝛥𝑧𝐚𝑥 ≅ 𝐷𝑥,𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝛥𝑦𝛥𝑧

where, 𝐷𝑥,𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡 ≅ 𝐷𝑥0 +
𝛥𝑥

2
× 𝑥에 대한 𝐷𝑥의 변화율 = 𝐷𝑥0 +

𝛥𝑥

2

𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

න
𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡

≅ 𝐷𝑥0 +
𝛥𝑥

2

𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧
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3.4 가우스법칙의응용예; 미소체적소

ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = න
𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡

+න
𝑏𝑎𝑐𝑘

+න
𝑙𝑒𝑓𝑡

+න
𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡

+න
𝑡𝑜𝑝

+න
𝑏𝑜𝑡𝑡𝑜𝑚

න
𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡

≅ 𝐷𝑥0 +
𝛥𝑥

2

𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧

න
𝑏𝑎𝑐𝑘

≅ 𝐃𝑏𝑎𝑐𝑘 ∙ 𝛥𝐒𝑏𝑎𝑐𝑘 ≅ 𝐃𝑏𝑎𝑐𝑘 ∙ −𝛥𝑦𝛥𝑧𝐚𝑥

≅ −𝐷𝑥,𝑏𝑎𝑐𝑘𝛥𝑦𝛥𝑧

where, 𝐷𝑥,𝑏𝑎𝑐𝑘 ≅ 𝐷𝑥0 −
𝛥𝑥

2

𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

න
𝑏𝑎𝑐𝑘

≅ −𝐷𝑥0 +
𝛥𝑥

2

𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑦𝛥𝑧 ⇒ න
𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡

+න
𝑏𝑎𝑐𝑘

≅
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧
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3.4 가우스법칙의응용예; 미소체적소

∴ ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = 𝑄 ≅
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧 =

𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
𝛥𝑣

𝛥𝑣 내의 전하량 ≐
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

× 𝛥𝑣

𝜌𝑣 =
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧
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3.4 가우스법칙의응용예; 미소체적소

• (ex 9) 𝐃 = 𝑦2𝑧3𝐚𝑥 + 3𝑥𝑦𝑧3𝐚𝑦 + 3𝑥𝑦2𝑧2𝐚𝑧 [pC/m
2] (자유공간)

➢ ⒜ 원점으로부터 𝑥 = 3, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2, 0 ≤ 𝑧 ≤ 1인 표면을 통과하는 총전속

𝛹 = න
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = න
𝑆

𝐷𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑧 = න
𝑧=0

𝑧=1

න
𝑦=0

𝑦=2

𝑦2 𝑧3 × 10−12𝑑𝑦𝑑𝑧 =
1

3
𝑦3

𝑦=0

𝑦=2

×
1

4
𝑧4

𝑧=0

𝑧=1

× 10−12 = 0.667 [𝑝𝐶]

➢ ⒝ 𝐄 at 𝑃(3,2,1)

𝐃 = 4𝐚𝑥 + 18𝐚𝑦 + 36𝐚𝑧 [pC/m
2]

∴ 𝐄 =
𝐃

𝜀0
=
4𝐚𝑥 + 18𝐚𝑦 + 36𝐚𝑧

8.854
[V/m]

➢ ⒞ 점 𝑃(3,2,1)에서 반경 2 [μm]의 미소구에 포함된 총전하

ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = 𝑄 ≐
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
𝛥𝑣 = 0 + 3𝑥𝑧3 + 6𝑥𝑦2𝑧 × 10−12 ×

4

3
𝜋 ∙ (2 × 10−6)3

= 9 + 72 ×
4

3
𝜋 × 8 × 10−30 = 2.71 × 10−27 [𝐶]
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3.4 가우스법칙의응용예; 미소체적소

• (예제 3.3) 𝐃 = 𝑒−𝑥 sin 𝑦 𝐚𝑥 − 𝑒−𝑥 cos 𝑦 𝐚𝑦 + 2𝑧𝐚𝑧 [C/m
2]

𝛥𝑣 = 10−9 [m3] 내의 총 전하량 𝑄 =?

𝑄 =
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
𝛥𝑣 = −𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 2 𝛥𝑣 = 2[𝑛𝐶]
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3.4 가우스법칙의응용예; 미소체적소

• (응용예제 3.6) 𝐃 = 8𝑥𝑦𝑧4𝐚𝑥 + 4𝑥2𝑧4𝐚𝑦 + 16𝑥2𝑦𝑧3𝐚𝑧 [pC/m
2]

➢⒜ 𝑧 = 2, 0 < 𝑥 < 2, 1 < 𝑦 < 3인 표면을 𝐚𝑧으로 통과하는 총 전속
𝛹 = 1365 [𝑝𝐶]

➢⒝ 𝐄 at 𝑃(2,−1,3)
𝐃 =

𝐄 =
𝐃

𝜀0
= −146.4𝐚𝑥 + 146.4𝐚𝑦 − 195.2𝐚𝑧 [𝑉/𝑚]

➢⒞ 점 𝑃(2, −1,3)에서 부피 10−12 [m3] 의 미소구에 포함된 총 전하량의 근사치

𝑄 =
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
𝛥𝑣

= 8𝑦𝑧4 + 0 + 48𝑥2𝑦𝑧2 × 10−12𝛥𝑣

= −8 × 81 − 48 × 4 × 9 × 10−12 × 10−12 = −2.376 × 10−21[C]
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3.5 벡터계의발산

• 발산(divergence)의 정의

ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = 𝑄 ≐
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
𝛥𝑣

𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
≐
𝑆𝐃ׯ ∙ 𝑑𝐒

𝛥𝑣
=

𝑄

𝛥𝑣

𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
= lim

Δ𝑣→0

𝑆𝐃ׯ ∙ 𝑑𝐒

𝛥𝑣
= lim

Δ𝑣→0

𝑄

𝛥𝑣
= 𝜌𝑣

• 임의의 벡터 𝐀에 대하여

𝐀의발산 = 𝑑𝑖𝑣 𝐀 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
= lim

Δ𝑣→0

𝑆𝐀ׯ ∙ 𝑑𝐒

𝛥𝑣
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3.5 벡터계의발산

• 임의의 벡터 𝐀에 대하여

𝐀의발산 = 𝑑𝑖𝑣 𝐀 =
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
= lim

Δ𝑣→0

𝑆𝐀ׯ ∙ 𝑑𝐒

𝛥𝑣

• 발산의 물리적 의미

1. 전속밀도의 발산은 미소체적소의 폐곡면으로부터 밖으로 나오는 단위체적당 전속의 극한값과 같

다.

2. 전속밀도의 발산이 0이 아니면 내부에 전하(source)가 존재하고, 0이면 내부에 전하가 존재하지

않는다.
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3.5 벡터계의발산

• 각 좌표계에서 발산의 계산

➢⑴ 직각좌표계

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧

➢⑵ 원통좌표계

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
(𝜌𝐷𝜌) +

1

𝜌

𝜕𝐷𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

➢⑶ 구좌표계

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2𝐷𝑟) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(sin 𝜃 𝐷𝜃) +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐷𝜙

𝜕𝜃
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3.5 벡터계의발산

• (예제 3.4) 𝐃 = 𝑒−𝑥 sin 𝑦 𝐚𝑥 − 𝑒−𝑥 cos 𝑦 𝐚𝑦 + 2𝑧𝐚𝑧 → 𝑑𝑖𝑣𝐃 =? at 𝑂(0,0,0)

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

= −𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 𝑒−𝑥 sin 𝑦 + 2

= 2 [C/m3]
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3.5 벡터계의발산

• (ex 10) 𝑑𝑖𝑣𝐃 =?

➢⒜ 𝐃 = 20𝑥𝑦2 𝑧 − 1 𝐚𝑥 + 20𝑥2𝑦 𝑧 + 1 𝐚𝑦 + 10𝑥2𝑦2𝐚𝑧 [C/m
2] at 𝑃𝐴(0.3,0.4,0.5)

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

= 20𝑦2 𝑧 − 1 + 20𝑥2 𝑧 + 1

= 20 × 0. 42 × (0.5 − 1) + 20 × 0. 32 × (0.5 + 1) = 1.1 [C/m3]

➢⒝𝐃 = 4𝜌𝑧 sin𝜙 𝐚𝜌 + 2𝜌𝑧 cos𝜙 𝐚𝜙 + 2𝜌2 sin𝜙 𝐚𝑧 [C/m2] at 𝑃𝐻(1, 𝜋/2,2)

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌𝐷𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝐷𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

=
1

𝜌
8𝜌𝑧 sin𝜙 +

1

𝜌
2𝜌𝑧 − sin𝜙

=
1

1
× 8 × 1 × 2 × sin

𝜋

2
−
1

1
× 2 × 1 × 2 × sin

𝜋

2
= 12 [C/m3]
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3.5 벡터계의발산

➢⒞ 𝐃 = sin 𝜃 cos𝜙 𝐚𝑟 + cos 𝜃 cos𝜙 𝐚𝜃 − sin𝜙 𝐚𝜙 [C/m2] at 𝑃𝐶(2, 𝜃 = 𝜋/3, 𝜙 = 𝜋/6)

𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2𝐷𝑟 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃 𝐷𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐷𝜙

𝜕𝜃

=
1

𝑟2
2𝑟 sin 𝜃 cos𝜙 +

1

𝑟 sin 𝜃
cos2 𝜃 − sin2 𝜃 cos𝜙 −

1

𝑟 sin 𝜃
cos𝜙

=
cos𝜙

𝑟 sin 𝜃
2 sin2 𝜃 + cos2 𝜃 − sin2 𝜃 − 1

=
cos𝜙

𝑟 sin 𝜃
(sin2 𝜃 + cos2 𝜃 − 1) = 0
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3.5 벡터계의발산

• (응용예제 3.7) 𝑑𝑖𝑣 𝐃 =?

➢⒜ 𝐃 = (2𝑥𝑦𝑧 − 𝑦2)𝐚𝑥 + (𝑥2𝑧 − 2𝑥𝑦)𝐚𝑦 + 𝑥2𝑦𝐚𝑧 at 𝑃𝐴(2,3, −1)

➢⒝ 𝐃 = 2𝜌𝑧2 sin2 𝜙 𝐚𝜌 + 𝜌𝑧2 sin 2𝜙𝐚𝜙 + 2𝜌2𝑧 sin2 𝜙 𝐚𝑧 at 𝑃𝐵(2,110°, −1)

➢⒞ 𝐃 = 2𝑟 sin 𝜃 cos𝜙 𝐚𝑟 + 𝑟 cos 𝜃 cos𝜙 𝐚𝜃 − 𝑟 sin𝜙 𝐚𝜙 at 𝑃𝐶(1.5,30°, 50°)

➢⒜ -10.00 ⒝ 9.06 ⒞ 2.18
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• 𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
𝑆ׯ 𝐀∙𝑑𝐒

𝛥𝑣
: 발산의 정의

• 𝑑𝑖𝑣 𝐃 =
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧
= 𝜌𝑣 : 발산의 정의를 직각좌표계에 적용

3.6 맥스웰의제1방정식(정전계)

න
𝑆

𝐃 ⋅ 𝑑𝐒 = 𝑄

lim
Δ𝑣→0

𝑆𝐃ׯ ∙ 𝑑𝐒

𝛥𝑣
= lim

Δ𝑣→0

𝑄

𝛥𝑣

𝑆𝐃ׯ ∙ 𝑑𝐒

𝛥𝑣
=

𝑄

𝛥𝑣

𝑑𝑖𝑣 𝐃 = 𝜌𝑣

(가우스 법칙)

(맥스웰의 제 1 방정식)

න
𝑆

𝐃 ⋅ 𝑑𝐒 = 𝑄

𝑑𝑖𝑣 𝐃 = ∇ ⋅ 𝐃 = 𝜌𝑣

(적분형) (미분형)
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3.6 맥스웰의제1방정식(정전계)

• (ex 11) 𝜌𝑣 =?

➢⒜ 𝐃 = 𝑥𝑦2𝐚𝑥 + 𝑦𝑥2𝐚𝑦 + 𝑧𝐚𝑧 [C/m
2]

𝜌𝑣 = 𝑑𝑖𝑣𝐃 =
𝜕𝐷𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧

𝜕𝑧

= 𝑦2 + 𝑥2 + 1 [C/m3]

➢⒝ 𝐃 = 𝜌𝑧2 sin2𝜙 𝐚𝜌 + 𝜌𝑧2 sin𝜙 cos𝜙 𝐚𝜙 + 𝜌2𝑧 sin2𝜙𝐚𝑧 [C/m2]

𝜌𝑣 = 𝑑𝑖𝑣𝐃 =
1

𝜌

𝜕

𝜕𝜌
𝜌𝐷𝜌 +

1

𝜌

𝜕𝐷𝜙

𝜕𝜙
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

=
1

𝜌
2𝜌𝑧2 sin2𝜙 +

1

𝜌
𝜌𝑧2 cos2𝜙 − sin2 𝜙 + 𝜌2 sin2𝜙

= 𝑧2 sin2𝜙 + cos2𝜙 + 𝜌2 sin2𝜙

= 𝑧2 + 𝜌2 sin2 𝜙 [C/m3]
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3.6 맥스웰의제1방정식(정전계)

• (ex 11) 𝜌𝑣 =?

➢⒞ 𝐃 = 𝐚𝑟 [C/m
2]

𝜌𝑣 = 𝑑𝑖𝑣𝐃 =
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2𝐷𝑟 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃
sin 𝜃 𝐷𝜃 +

1

𝑟 sin 𝜃

𝜕𝐷𝜙

𝜕𝜃

=
1

𝑟2
2𝑟

=
2

𝑟
[C/m3]
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3.7 벡터연산자와발산정리
• 직각좌표계에서 벡터연산자 ∇(Del)의 정의

∇=
𝜕

𝜕𝑥
𝐚𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝐚𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝐚𝑧

• ∇ 연산자의 적용

∇ ∙ 𝐃 =
𝜕

𝜕𝑥
𝐚𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝐚𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
∙ 𝐷𝑥𝐚𝑥 + 𝐷𝑦𝐚𝑦 + 𝐷𝑧𝐚𝑧

=
𝜕

𝜕𝑥
𝐷𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝐷𝑦 +

𝜕

𝜕𝑧
𝐷𝑧

=
𝜕𝐷𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝐷𝑦

𝜕𝑦
+
𝜕𝐷𝑧
𝜕𝑧

= 𝑑𝑖𝑣 𝐃

• 발산정리(divergence theorem)

ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = 𝑄 = න
𝑣𝑜𝑙

𝜌𝑣 𝑑𝑣 = න
𝑣𝑜𝑙

∇ ∙ 𝐃𝑑𝑣

한 폐곡면을 통해서 밖으로 나가는 전체 선속수는

폐곡면 내의 체적 전체에 대한 선속밀도의 발산을

적분한 것과 같다.
ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = න
𝑣𝑜𝑙

∇ ∙ 𝐃𝑑𝑣
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3.7 벡터연산자와발산정리

• (예제 3.5) 𝐃 = 2𝑥𝑦𝐚𝑥 + 𝑥2𝐚𝑦인 전계 내에 있는 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 2, 𝑧 = 0, 𝑧 = 3인

6개 면으로 이루어진 직육면체 내의 전하량을 발산정리를 이용하여 비교하여라.

➢ ⒜ From Gauss' Law

𝑄 = ර
𝑆

𝐃 ∙ 𝑑𝐒 = න
0

3

න
0

2

(𝐃)𝑥=0 ∙ −𝑑𝑦𝑑𝑧𝐚𝑥 +න
0

3

න
0

2

(𝐃)𝑥=1 ∙ 𝑑𝑦𝑑𝑧𝐚𝑥 +න
0

3

න
0

1

(𝐃)𝑦=0 ∙ −𝑑𝑥𝑑𝑧𝐚𝑦

+න
0

3

න
0

1

(𝐃)𝑦=2 ∙ 𝑑𝑥𝑑𝑧𝐚𝑦 +න
0

2

න
0

1

(𝐃)𝑧=0 ∙ (−𝑑𝑥𝑑𝑦𝐚𝑧) + න
0

2

න
0

1

(𝐃)𝑧=3 ∙ (𝑑𝑥𝑑𝑦𝐚𝑧)

= −න
0

3

න
0

2

(𝐷𝑥)𝑥=0𝑑𝑦𝑑𝑧 + න
0

3

න
0

2

(𝐷𝑥)𝑥=1𝑑𝑦𝑑𝑧 − න
0

3

න
0

1

(𝐷𝑦)𝑦=0𝑑𝑥𝑑𝑧 + න
0

3

න
0

1

(𝐷𝑦)𝑦=2𝑑𝑥𝑑𝑧

= න
0

3

න
0

2

(𝐷𝑥)𝑥=1𝑑𝑦𝑑𝑧

= න
0

3

න
0

2

2𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧 = න
0

3

4𝑑𝑧 = 12
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3.7 벡터연산자와발산정리
➢⒝ From divergence theorem

∇ ∙ 𝐃 =
𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥𝑦) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑥2) = 2𝑦

∴ න
𝑣𝑜𝑙

∇ ∙ 𝐃𝑑𝑣 = න
𝑧=0

3

න
𝑦=0

2

න
𝑥=0

1

2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

= න
0

3

න
0

2

2𝑦𝑑𝑦𝑑𝑧

= න
0

3

4𝑑𝑧

= 12


